
Übungsklausur mit Lösungen zum Thema Geradengleichungen, Parabeln sowie (Aufgaben 4-6) wahlweise Polynome (P) oder Folgen und Reihen (F)

 90 Min für 6+1 Aufgaben veranschlagt



Aufgaben 5-7 -10 nur von den Tec

..........................................................................................................................................................................

zu lösen!


- Nur die vordere Blattseite beschreiben.

1.
Eine Gerade geht durch die Punkte A(1(-1) und B(3(2).


1.1
Bestimme die Funktionsgleichung der Geraden


1.2
An welcher Stelle geht die Gerade durch die y-Achse?


1.3
Berechne alle Nullstellen der Geraden.►
..........................................................................................................................................................................

2.
Vom Dach eines Gebäudes wird ein Ball mit 50km/h im Winkel von 45° schräg bergauf geworfen. 
Relativ zum Erdboden gehorcht seine Flugbahn (Höhe y, Weite x) der Gleichung:



y = -0,05x2 +  x + 32

(je in Metern)

2.1
Wie hoch ist das Gebäude in etwa (ungefähr, nur kurze Angabe)?.


2.2
Skizziere grob die Flugbahn


2.3
Wie weit fliegt der Ball?


2.4
Wie hoch fliegt der Ball maximal?


2.5*
Zusatzaufgabe!
Schafft der Ball seine Weite auch, wenn zwischen Abwurfpunkt und Ziel in 



(horizontal gesehen) 28-35m Entfernung ein 6m hohes Gebäude mit Flachdach steht?
►
..........................................................................................................................................................................

3.
Die Funktionsgleichung einer Parabel lautet p(x) = 2x² + 14x + 22,5.


3.1
Berechne die Nullstellen der Parabel.


3.2
Gib die Funktionsgleichung in Linearfaktorschreibweise an.


3.3
Berechne die Scheitelpunktform der Parabel (kann auch nach 3.4 gemacht werden!)

3.4
Gib den Scheitelpunkt der Parabel an.


3.5
Zeichne die Parabel. Wähle für die x-Achse die Einheit 1 pro cm, für die y-Achse 2! ►
..........................................................................................................................................................................

P4.
Berechne alle Nullstellen der Funktion mit der Gleichung f(x) = 5x5 - 40x4 + 55x3 + 100x2 ►
..........................................................................................................................................................................

P5.
Berechne alle Nullstellen des Polynoms p(x) = 
[image: image1.wmf]42

x13x36

-+

 ►
..........................................................................................................................................................................

P6.
Versuche, den beliebten Buchstaben „N“ durch ein Polynom vom Grad maximal 4 darzustellen. Hierbei soll das „Zentrum“ des Buchstaben genau im Ursprung liegen und die „Senkrechten“ bei x1 = +2 und x2 = -2 die x-Achse schneiden!

Empfohlen seien die folgenden Schritte (so bekommt auch Punkte, wer keine gültige Lösung findet):


6.1
Skizziere (grob) ein Polynom mit den in etwa gewünschten Eigenschaften  


6.2
Überlege, welchen Grad das Polynom mindestens haben müsste


6.3
Überlege, welche Linearfaktoren zwingend vorhanden sein müssten


6.4
Überlege anhand der Symmetrie, welche Potenzen von x überhaupt vorkommen können


6.5
Überlege, wie die Vorzeichen zu wählen sind

6.6
Gib die Funktionsgleichung in Normalform an ►
..........................................................................................................................................................................

F4.
Gegeben sind drei Folgen, (an), (bn) und (cn):


	n
	1
	→
	2
	→
	3
	→
	4
	5
	6
	Schema
	Typ
	Aufgabe

	an
	3
	
	9/2
	
	6
	
	15/2
	
	
	
	
	

	bn
	2
	
	4
	
	7
	
	11
	
	
	
	
	

	cn
	2
	
	10
	
	50
	
	250
	
	
	
	
	



4.1
Welche der drei Folgen ist eine arithmetische Folge?


4.1.1 Gib das Bildungsgesetz dieser Folge an!



4.1.2 Berechne ihr 100. Folgeglied!



4.1.3 Berechne die Summe der ersten 100 Folgeglieder!


4.2
Welche der drei Folgen ist eine geometrische Folge?


4.2.1 Gib das Bildungsgesetz dieser Folge an!



4.2.2 Berechne ihr 100. Folgeglied!



4.2.3 Berechne die Summe der ersten 100 Folgeglieder!
►
..........................................................................................................................................................................

F5.
Ein Arbeitnehmer verdient im ersten Jahr 10.000€ und in jedem weiteren Jahr 700€ mehr als im Vorjahr.


5.1
Definiere eine geeignete Folge, die sein Gehalt nach n Jahren angibt.


5.2
Wieviel verdient der Arbeitnehmer im 40sten Jahr?


5.3
Wieviel hat der Arbeitnehmer nach 40 Jahren insgesamt verdient? ►
..........................................................................................................................................................................

F6.
Eine Bakterienkultur vervierfacht ihre Population wöchentlich, angefangen bei einer Grundpopulation von 10.000 Bakterien.


6.1
Definiere eine geeignete Folge (an), die die Population in der n-ten Woche darstellt!


6.2
Wie groß ist die Population nach 52 Wochen?


6.3*
Zusatzaufgabe!
Wie groß ist die Gesamtpopulation, wenn ein Jahr lang jede Woche eine



neue Bakterienkultur der gleichen Anfangsgröße zusätzlich angelegt wird?  ►
..........................................................................................................................................................................

7.* 
Zusatzaufgabe!
Ein Schreiner will einen Wanddurchbruch durch einen 5m hohen Raum machen und mit Zargen verkleiden. Er hat noch 8m Zarge übrig, von denen er für den rechteckigen Wanddurchbruch 2 gleichlange senkrechte Zargen und ein waagerechtes Stück braucht. 

Verbraucht der Schreiner sein Zargenmaterial komplett, so ist die Funktion A(y), die die Querschnittsfläche des Durchbruches in Abhängigkeit von der Durchbruchshöhe angibt, eine nach unten offene Parabel.


7.1
Welchen minimalen (y0) und welchen maximalen (y1) Wert kann y rein geometrisch 




annehmen?


7.2
Wie groß wird A(y) offenbar bei beiden y-Werten?


7.3
Folgere daraus, für welchen Wert von y die Querschnittsfläche A(y) maximal wird!


7.4
Wie groß ist die maximale Querschnittsfläche? ►
Lösungen

1. ►Die Geradengleichung hat die Form


f(x) = mx + b ,
wobei die konstante Steigung (= ∆y/∆x= (y2 – y1)/(x2 – x1)) aus zwei beliebigen Punkten berechnet werden kann, hier:
m = [2-(-1)]/[3-1] = 3/2 = 1,5
Wir müssen also nur noch den Parameter b in der Gleichung


f(x) = 1,5x + b
 
bestimmen, indem wir einen der beiden Punkte einsetzen:


2 = 1,5*3 + b

|-4,5

Daher trifft die Gerade für

b = -2,5 , 
in (0|2,5) die y-Achse  und die Funktionsgleichung lautet:



 f(x) = 1,5x – 2,5
Setzen wir f(x) = 0 , so erhalten wir „alle“ Nullstellen – natürlich genau eine:

x = 2,5/1,5 = 5/3 ≈ 1,67 
[ NS (5/3 | 0) ] 

2. ►Siehe auch die oberste Aufgabe auf Seite 4 im Repetitorium!
Bem: 
Die 45° stecken vor allem im (1)x; die 50km/h vor allem in den 0,05 vor dem x2!
Das Gebäude dürfte um die 30m hoch sein – 31m auch denkbar, 32 eher nicht (wie soll ich denn vom Fußboden aus werfen?).
Setze ich die Funktionsgleichung = 0 und multipliziere sie mit (-20), so komme ich auf


x2 -  20x - 640 = 0 

mit den Lösungen

x1/2 = 10 ± √740 ; 

wie in der oben zitierten Repetitoriums-Aufgabe macht nur


x1 = 10 + √740 ≈ 37,20 (Meter Flugweite) Sinn.
Abermals ist das Scheitel-x genau zwischen den Nullstellen – diesmal bei  x0 = 10.
Einsetzen in die Gleichung ergibt mit dem Scheitel-y die maximale Flughöhe von y0 = 37 (Metern), wir erhalten die 
Scheitelpunktform 
f(x) = -0,05(x - 10)2 + 37
In der Zusatzaufgabe muss ich nur bedenken, dass das 6m hohe Gebäude sich komplett hinter dem Scheitel (der ist ja bei x=10) befindet, der Ball also im Fallen ist. Daher reicht es, die Flughöhe für die höhere Entfernung von 35 Metern anzutesten – am besten in der Scheitelpunktform:


f(35) = -0,05(35-10)2 + 37 = 5,75 (Meter) < 6 (Meter), 
also 

nö (Ball landet auf Dach).

3. ►Nullsetzen der halbierten Funktionsgleichung:

x2 +  7x + 11,25 = 0

führt zu den Nullstellen:

x1/2 = -3,5 ± √1 , also
 x1 = -2,5 und x2 = -4,5 , 
somit zur 

Linearfaktor-Schreibweise 

f(x) = 2(x+2,5)(x+4,5) .
Der Scheitelpunkt liegt – wieder zwischen den Nullstellen -  bei x0 = -3,5
und hat die y-Koordinate 
y0 = 2(-3,5+2,5)(-3,5+4,5) 0 = -2, also 
S (-3,5|-2) ,
wodurch ich auf die Scheitelpunktform 
f(x) = 2(x+3,5)2 - 2 komme.
Von der Form her ist f in der Zeichnung baugleich mit der Normalparabel, da ich die y-Achsen-Beschriftung an den Streckfaktor a angepasst habe. Der vertikale Abstand des Scheitels zur x-Achse beträgt deshalb in der Zeichnung 1cm – trotz der „-2“ am Ende der Scheitelpunktform.


P4. ►Zunächst einmal teilt man durch  5 und durch die sofort ersichtliche, doppelte Nullstelle x0 = 0 .
Durch Ausprobieren findet man in


x3 - 8x2 + 11x + 20

 die Nullstelle x1 = -1, 
Polynomdivision durch den zugehörigen Linearfaktor (x+1):

(x3 - 8x2 + 11x +20) : (x+1) = x2 -  9x + 20  
führt zur Gleichung 



x2 -  9x + 20  = 0 
mit den Lösungen 
x2 = 4 
und x3 = 5 , 


also:
f(x) = 5x2(x+1)(x-4)(x-5) .

P5. ►Substitution (z:=x2) führt zu 
z2 -  13z + 36 = 0
mit den Lösungen
z1 = 4 und z2 = 9 ,
also 
x1 = 2 , x2 = -2 , x3 = 3 und x4 = --3 .
Also:

f(x) = (x+2)(x-2)( x+3)(x-3)

P6. ►Offenbar sind 3 Nullstellen vorgegeben, nämlich x1 = -2 , x2 = 0 und x3 = 2 .
Die zugehörigen Linearfaktoren sind 
(x-2)
, 
x 
und 
(x+2) . 
Deshalb muss der Grad mindestens 3 sein.
Da ein „N“ punktsymmetrisch zu seinem Mittelpunkt ist, fallen gerade Exponenten flach.
Rechts geht ein „N“ nach oben, was das gewünschte Polynom im Unendlichen auch tun muss, daher „+“ vor den Linearfaktoren.
Insgesamt erhalten wir:


p(x) = +(x-2)x(x+2) = x3 - 4x 

(sowie positive Vielfache hiervon).
F4. ►Zunächst einmal schauen wir uns die Folgen genauer an:


	n
	1
	→
	2
	→
	3
	→
	4
	Schema
	Typ
	Aufgabe

	an
	3
	[+1,5=]
	4,5
	[+1,5=]
	6
	[+1,5=]
	7,5
	+ 1,5
	arithm
	4.1

	bn
	2
	[+2=]
	4
	[+3=]
	7
	[+4=]
	11
	+ n
	nix  davon
	keine

	cn
	2
	[*5=]
	10
	[*5=]
	50
	[*5=]
	250
	*5
	geom.
	4.2




4.1
Ersichtlich ist (an) eine arithmetische Folge mit d = 1,5.
Rekursiv:

an+1 = an + 1,5
;
a1 = 3
Bildungsgesetz:
an = 3 + (n – 1)*1,5
 ;
also:
a100 =  3 + (100 – 1)*1,5 = 151,5
Für die Reihe folgt

S100 = (a1 + a100)*100/2 
=
154,5*50
  = 
7725


4.2
Dem gegenüber erkennen wir (cn) als geometrische Folge mit q = 5.
Rekursiv:

cn+1 = cn*5
;
c1 = 2
Bildungsgesetz:
cn = 2* 5(n – 1)
 ;
also:
c100 = 2* 5(100 – 1) = 3,16*1069

Für die Reihe folgt

S100 = 2* (5100 – 1)/(5-1) 
≈
5100/ 2
  = 3,94*1069
F5. ►Da das Gehalt von Jahr zu Jahr immer um exakt den gleichen Betrag anwächst, haben wir eine arithmetische Folge mit d = 700 und Anfangswert 10.000, also

Bildungsgesetz:
an = 10.000 + (n – 1)*700
(je in €)
;



Im 40sten Jahr:
a40 =  10.000 + (40 – 1)*700 = 37.300 (€)
Für die Summe der 40 Jahre, die ja die zugehörige Reihe darstellt, folgt:


S40 = (a1 + a40)*40/2 
=
47.300*20
  = 
946.000 (€)

Bem:
Die Problemstellung ähnelt einer auf 40 Jahre angelegten Lebensversicherung mit 10.000€ jährlicher Einzahlung und 7% jährlicher Rendite. 
In Letzterer werden allerdings auch die Zinsen verzinst, was zu einer geometrischen Folge führt!
Außerdem gibt es nach n Jahren kein unverzinstes Kapital, wohl aber ein n-mal verzinstes.
Für die n-mal verzinste Einzahlung von vor n Jahren gilt:

Bildungsgesetz:
bn = 10.700*1,07(n – 1) = 10.000*1,07n
 ,


also z.B.:

b40 = 10.700* 1,0739  = 10.000* 1,0740 = 149.745 (€)
Als Summe der 1- bis 40-mal verzinsten Einzahlungen aus 40 Jahren erhalten wir:


S’52 = 10.700* (1,0740 – 1)/(1,07-1)
≈ 10.000*1,0741/0,07
  = 2.288.953 (€)

Hier zeigt sich, wie stark sich der Zinseszins nach einigen Jahren auswirkt!


F6. ►Das wöchentliche Vervierfachen der Population spricht eindeutig für eine geometrische Folge mit q = 4 und Anfangswert 10.000.

Bildungsgesetz:
an = 10.000*4(n – 1)
 ;


also:
a52 = 10.000* 4(52 – 1) = 10.000* 2102 = 5,07*1034 (Bakterien nach 52 Wochen)
Wenn ich zusätzlich jede Woche eine weitere Kultur anlege, so habe ich am Ende des Jahres eine 52 Wochen alte, eine 51 Wochen alte, eine 50 Wochen alte, … , eine 1 Woche alte und eine frische – was exakt der zugehörigen Reihe bis zum 53. (ich bin nach einem Jahr ja nicht mehr in der 52. Woche!) Folgeglied entspricht!
Wir erhalten:

S53 = 10.000* (453 – 1)/(4-1)
 ≈ 10.000/3*453  = 10.000/3*2106 = 2,70*1035

Wie auch bei der geometrischen Reihe in 4.2 erkennen wir, dass sich Folge und Reihe in der Größenordnung kaum unterscheiden 


(a53 wäre nämlich = 4*5,07*1034 = 2,03*1035), 
was ja daran liegt, dass die Folge durch ihr letztes Folgeglied dominiert wird. Lediglich bei einem q in der Nähe von 1 wäre das anders.


7* ►(vgl. Fußballplatzaufgabe, Repetitorium S. 4 unten) 
Verteilt man die 8 Zargen-Meter rein horizontal, so hat man sie als Linie auf dem Fußboden liegen und y wird = 0. Nimmt man dem gegenüber nur vertikale Zargen, so bilden sie eine Doppelzarge und y wird 4m hoch. In beiden Fällen wird A(y) = 0, da ja je eine Rechteckseite verschwindet.
Da wir nun aber aus der Aufgabenstellung wissen, dass A(y) eine nach unten offene Parabel darstellt, finden wir deren Scheitelpunkt (= das Maximum) – wie immer – genau zwischen den beiden gefundenen Nullstellen, also bei y =  2m.
Wenn ich einen 2m hohen Durchbruch wähle, so bleiben mir noch (8m-2*2m=) 4m für die horizontale Oberseite übrig, deshalb wird 
Amax = A(2m) = 2m*4m = 8m2.
Übrigens können wir A(y) exakt angeben:

A(y) = y*(8 – 2y) = 2y*(4 –y)  
Der Term (8 – 2y) gibt hierbei exakt die Zargenlänge in Metern an, die von den 8m übrig bleibt, wenn ich 2 Stücke der Länge y entnehme, also die Länge der oberen, waagerechten Zarge.
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