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Quadratische Formen

Eine Funktion der Form

f(x) = a*x2 + b*x + c  


mit beliebigen Reellen Zahlen a (≠0), b und c heißt Parabel.

Die obige Darstellung von f nach Potenzen nennt sich Normalform der Parabel f.

Der Faktor a heißt Streckfaktor der Parabel. Ist er positiv, so öffnet die Parabel nach oben, bei negativem a öffnet sie nach unten.

Ferner legt der Betrag von a – also nur der Zahlenwert, ohne Vorzeichen – fest, wie spitz oder stumpf die Parabel ist. Ist der |a| >1, so ist die Parabel gestreckt (spitz, lang und dünn), bei |a| < 1 ist sie gestaucht (stumpf, klein und dick).

Es wird sich indes herausstellen, dass, wenn man in der Darstellung die y-Achse an den Streckfaktor a anpasst, alle Parabeln genau wie die (verschobene)  Normalparabel f(x) = x2 aussehen!

Nullstellen und Linearfaktoren

Eine Stelle x1, für die f(x1) = 0 ist, nennt man Nullstelle.

Hat eine Parabel mindestens eine Nullstelle, so kann man sie auf die Linearfaktorform:

f(x) = a*(x-x1)*(x-x2)

mit dem gleichen a und den Nullstellen x1/2 bringen.

Beachte: x1 und  x2 können identisch sein! In diesem Falle wäre

f(x) = a*(x-x1)2 
und  x1 hieße doppelte Nullstelle.

Nullstellenbestimmung:

Mittels Quadratischer Ergänzung kann man die Nullstellen bestimmen.

Beispiel:


f(x) =   4x2 + 20x + 9

Betrachte die Gleichung

(1)
4x2 + 20x + 9 

= 0
| :4

(2)
x2 + 5x + 2,25 
= 0

Möchte ich in dieser Gleichung x und x2 “entkoppeln”, so muss ich sie zu einem Quadrat nach der Ersten Binomischen Formel (bei „minus“ vor dem x-Term nach der Zweiten) ergänzen. Wegen 

(1.Bin.Formel)
(x + p/2)2 = x2 + px + (p/2)2
ist die Hälfte des Faktors vor dem x entscheidend. In unserem Falle (p = 5) kommen wir auf 
(x + 2,5)2, was wir schon einmal auf die linke Seite in die übernächste Zeile (4) schreiben. Dann lösen wir dieses Quadrat in Zeile (3) auf (in Klammern), ziehen die ergänzten 6,25 (=2,52) wieder ab und schreiben den Rest von Zeile (2) hinzu. 

Bis auf die Klammern und die geklauten und sofort wieder zurück gegebenen 6,25 hat sich von (2) auf (3) offenbar nichts geändert. Ferner sind nach der 1. Binomischen Formel bzw. per Konstruktion der Klammerausdruck links in (3) und das Quadrat links in (4) identisch. Ich kann noch schnell den nicht geklammerten Teil der linken Gleichungsseite in (3) zusammenzählen (= -4) und abziehen (also „+4“).

(3)
(x2 + 5x + 6,25) – 6,25 + 2,25 
= 0
| + 4


(4)
(x + 2,5)2



= 4

Auf eine Gleichung der Art wie (4) kann ich für jede Parabel kommen!

Hier kann ich ablesen, ob die Parabel 

· keine Nullstelle (rechte Seite < 0, daher Gleichung unlösbar), 

· eine doppelte Nullstelle (rechte Seite = 0) oder 

· 2 Nullstellen (rechte Seite > 0) hat.

Ist die rechte Seite in (4) > oder = 0,  so kann ich die Gleichung auflösen, indem ich die Wurzel ziehe. Im (vorliegenden) Falle „> 0“ gibt es je 2 Lösungen:


(4)


(x + 2,5)2

= 4

| ±√


(5)


(x + 2,5)

= ± 2

| - 2,5


(6)



x1/2

= -2,5 ± 2
, 


also:
(6a)


x1

= -0,5



(6b)


x2

= -4,5

p-q-Formel

Da ein netter Onkel für uns mal die allgemeine Gleichung


(*)

x2 + px + q
= 0

(p und q beliebige Zahlen)

quadratisch ergänzt hat, können wir – statt „zu Fuß“ zu ergänzen – auch die Lösung aus der folgenden Formel ablesen:

Satz:

Die Gleichung (*) hat genau folgende (0 bis 2) Lösungen:

x1/2

= - p/2 ± √[( p/2)2 – q]


Ist die eckige Klammer in der Wurzel > 0, so haben wir 2 Lösungen, 

ist er = 0 verbleibt eine doppelte Nullstelle, 

ist er < 0, so gibt es keine Lösungen.

Beachte:

· Statt ( p/2)2 können wir auch p2/4 schreiben.

· Vor dem x2 darf in (*) keine Zahl (außer 1) stehen, die rechte Seite muss 0 sein!!

· Ist q < 0, so zählen wir in der Wurzel eine positive Zahl zu ( p/2)2 hinzu!

· Diese Formel vergisst man, sobald man sie ein paar Wochen nicht benutzt hat (bzw. man erinnert sie u.U. mit z.T. falschen Vorzeichen)! Wer hingegen einmal im Quadratischen Ergänzen fit war, kann sich in der Regel auch viel später noch an das Verfahren erinnern!

· Auch zum Bestimmen der Scheitelpunktform (s.u.) kann man die Formel verwenden!
Der Ausdruck „– p/2“ ist nämlich die x-Koordinate des Scheitelpunktes (s. Textaufgaben).

Fälle, für die man sich das Quadratische Ergänzen bzw. die Anwendung der p-q-Formel sparen kann:

· Ist q = 0, so können wir in der Gleichung

(*’)
x2 + px 
= 0

ausklammern:
x * (x + p) 
= 0

und erhalten:
x1 = 0

,
x2 = -p

· Ist p = 0, so haben wir


(*’’)

x2 + q

= 0

, 
was für q > 0 unlösbar ist und ansonsten – per 3. Binomischer Formel - zu



(x - √|q|) * (x + √|q|) 
= 0
mit den Lösungen




x1 = +√|q|

,
x2 = -√|q|

führt.

Beispiele:

1) 
x2 + 3x = 0 
=>
x * (x + 3) = 0

=>
x1 = 0

;
x2 = -3

2) 
x2 + 5
 = 0
=>
keine Lösung

3) 
x2 - 5
 = 0
=>
(x - √5) * (x + √5) = 0
=>
x1 = +√5
; 
x2 = -√5

4) 
(2’)

x2 - 5x + 2,25 



= 0




=> Ergänzen zu (x - 2,5)2 nach 2. Binomischer Formel:

(3’)

(x2 - 5x + 6,25) – 6,25 + 2,25 
= 0

| + 4

(4’)

(x - 2,5)2



= 4

| ±√


(weiter völlig analog zum durchgerechneten Beispiel!)


=>
x1 = +0,5
; 
x2 = +4,5

Die Scheitelpunktform einer Parabel

Will ich eine Parabel zeichnen, interessieren mich nicht nur die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, sondern auch die maximalen und minimalen Werte, die die Parabel annimmt. 

Z.B. könnte mich bei einem Speerwurf interessieren, wie hoch der Speer maximal geflogen ist.

Viele Probleme aus Alltag und Physik führen zu Parabelgleichungen, in denen der Scheitelpunkt, der ja Maximum (nach unten offen) oder Minimum (nach oben offen) der Kurve darstellt, für das gesuchte, „optimale“ Ergebnis steht.

Der Scheitelpunkt ist insbesondere der Punkt, an dem die Parabel am stärksten gekrümmt ist und sich am schnellsten ändert. Deshalb erweist es sich als extrem günstig, wenn man vor dem Zeichnen die Parabel auf die Scheitelpunktform bringt.

Def:
Die Gleichung (Darstellung)
f(x) 
=
a * (x-x0)2 + y0
- immer noch mit dem gleichen a – 

heißt Scheitelpunktform von f.

Interpretation (per Fallunterscheidung):

· a > 0 (nach oben öffnende Parabel):
Der Ausdruck a * (x- x0)2 nimmt, da a positiv ist und Quadrate immer > oder = 0 sind, minimal den Wert 0 an. Dieses tut er genau für x = x0 , wo f(x) = y0 wird.
(x0 | y0) ist daher Minimum und Scheitelpunkt der Parabel.

· a < 0 (nach unten öffnende Parabel):
Der Ausdruck a * (x- x0)2 nimmt, da a negativ ist und Quadrate immer > oder = 0 sind, maximal den Wert 0 an. Dieses tut er genau für x = x0 , wo f(x) = y0 wird.
(x0 | y0) ist daher Maximum und Scheitelpunkt der Parabel.

Wir können jede beliebige Parabel per Quadratischer Ergänzung in die Scheitelpunktsform bringen.

Beispiel:


(1)
f(x) = 0,5x2 - 3,5x + 51/8



| 0,5 ausklammern, d.h. mit 2 erweitern

(2)
f(x) = 0,5 * (x2 - 7x + 101/4)



|
(1/4 = 0,25)
Wir ergänzen, da die Hälfte von „-7“ = „-3,5“ ist, den Ausdruck in der Klammer zu (x - 3,5)2 
und schreiben wieder den Quadratausdruck in Zeile (4) eher hin als die runde Klammer in Zeile (3):


(3)
f(x) = 0,5 * [ (x2 - 7x + 12,25) - 12,25 + 10,25]
|
(rechts zusammenzählen)

(4)
f(x) = 0,5 * [(x - 3,5)2 

- 2]

| (eckige Klammer wieder auflösen)


(5)
f(x) = 0,5 * (x - 3,5)2 

- 1



Der Scheitelpunkt der nach oben öffnenden Parabel (und damit ihr Minimum) liegt also bei: 

S  ( 3,5 | -1 ) !

Hinweise:

· Beachte, dass der x-Wert des Scheitelpunktes immer das entgegengesetzte Vorzeichen hat wie die Zahl rechts im Quadrat. Das liegt (s.o.) daran, dass genau jener x-Wert ja das geklammerte Quadrat zu 0 machen soll! So würde dem gegenüber der (falsche) x-Wert „-3,5“ die Klammer zu „–7“ und ihr Quadrat zu „49“ machen!

· Beim Zeichnen erweist es sich als extrem vorteilhaft, wenn man pro Zentimeter als Einheiten für die x-Achse 1, für die y-Achse jedoch a – im letzten Beispiel also 0,5, im allerersten Beispiel 4 – wählt.
In dem Falle kann man die Parabel nämlich mit der (bescheuerten) Parabelschablone zeichnen und braucht keine Wertetabelle mehr! (Probe an 1-2 Stellen dennoch vorteilhaft!)

· „Halbzahlen“ wie 4,5 oder 7,5 quadriert man, indem man die nächstgrößere und die nächstkleinere ganze Zahl multipliziert und 0,25 hinzu zählt („,25 dran hängt“):


4,52 = 4*5 + 0,25 = 20,25 
;
7,52 = 7*8 + 0,25 = 56,25
, usw.

Obiges folgt aus der 3. Binomischen Formel mit a := “Halbzahl“, b := 0,5

Typische Textaufgaben mit Parabeln

Wurfparabeln

· Jan stößt bei den Bundesjugendspielen die Kugel auf einer Flugbahn, die mit folgender Gleichung beschrieben werden kann:


y = - 0,2 x2 + 1,2x + 1,6
Berechne, in welcher Flugweite die Kugel den Boden trifft.
(Aus: Realschulabschlussprüfung 2004 – Version A, Wahlaufgaben)

Die Aufgabe läuft auf die Nullstellenbestimmung der Parabel hinaus – die 1,6 sind zu interpretieren als Abstoßhöhe. Multiplikation mit (-5) ergibt:



x2 - 6x - 8 = 0

mit den Lösungen



x1
= 3 +√17 ≈ 7,12
und 
x2
= 3 - √17 ≈ -1,12

Da wir zu Jans Gunsten annehmen, dass er nicht bergab gestoßen haben wird, und überdies bedenken, dass die Gleichung schwerlich vor dem Abstoß gegolten haben wird, können wir die zweite Lösung in die Tonne treten und Jan die – ebenfalls nur eingeschränkt weltklassige – Stoßweite von 7,12m zugestehen.

Übrigens können wir den Scheitelpunkt bestimmen, ohne noch einmal quadratisch zu ergänzen!

Der Scheitel liegt x-technisch nämlich immer genau zwischen den Nullstellen, in diesem Falle bei 

x0
= 3
und (Einsetzen)
y1
= 3,4 , 

also 
S ( 3 | 3,4 ).
Somit beträgt die Flughöhe 3,40m und die Scheitelpunktform lautet:

f(x) 
=
-0,2 (x-3)2 + 3,4

Schnittpunkte mit Geraden

· Prüfe, ob die Gerade g Tangente, Sekante oder Passante der Funktion



f(x) = 2x2 - 3x + 2
ist.

Aufgaben dieser Art hören sich viel komplizierter an, als ihre Berechnung letztlich ist!

Eine Gerade kann eine Parabel nämlich aus Krümmungsgründen nur entweder 
zweimal schneiden, einmal berühren oder mit ihr keinen Punkt gemein haben.

Das Gleichsetzen von Parabel- und jeweiliger Geradengleichung (s.u., linke Spalte) führt zum Ergebnis:

	Geradengleichung
	Zu lösen
	Nullstellen (= gemeins. Punkte von f und g) 
	Ergebnis

	g(x) = x
	x2 - 2x + 1 = 0
	x0 = 1 (doppelte NS)
	Tangente

	g(x) = 3x - 2
	x2 - 3x + 2 = 0
	x1 = 1, x2 = 2
	Sekante

	g(x) = 3x - 3
	x2 - 3x + 2,5 = 0
	nö
	Passante


Flächenoptimierungen (exemplarisch hier mal eine etwas schwierigere Aufgabe)
· Das Innere eines Stadions solle – wie üblich - aus einem rechteckigen Fußballplatz in der Mitte und 2 Halbkreisen an den Seiten bestehen. Sein Umfang solle die üblichen 400m betragen.
Welche Platzlänge x und welchen Kreisdurchmesser (= Platzbreite) y müsste ich unter diesen Bedingungen wählen, um einen möglichst großen Platz zu erhalten (Skizze empfohlen!)?

Hier ist die Platzfläche zunächst von 2 Unbekannten abhängig, die jedoch über den Umfang gekoppelt sind:

A(x,y) = xy

mit 
2x + πy = 400
(2 Geraden + Kreisumfang = „Runde“)

Nach dem Auflösen der rechten Gleichung nach y:

(#)
y 
= 1/π (400 - 2x)

=  2/π (200 - x)
kann ich dieses in die Flächengleichung einsetzen:



A(x) 

=  2/π x (200 - x)

Diese Parabel könnte ich jetzt auf die Scheitelpunktform bringen. Muss ich aber nicht!
Der Scheitelpunkt liegt nämlich – wie immer – (x-technisch) genau zwischen den Nullstellen 

x1 = 0

und 
x2 = 200
bei 
x0 = 100(m) 
(- genau wie „in echt“).

Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung (#) ergibt 
y0 = 200/π ≈ 63,7(m).

Nullstellen von Polynomen höherer Ordnung

Def:
Eine Funktion der Art


f(x) = anxn + an-1xn-1 + an-2xn-2 + ….. + a2x2 + a1x + a0 

mit an ≠ 0
und irgendwelchen Zahlen an-1 , an-2, … a2, a1, a0  heißt Polynom.
Die Zahl n nennt sich der Grad des Polynoms, während x-Werte xi, für die die Funktion f den Wert 0 annimmt, (überraschenderweise) wieder Nullstellen heißen und (x - xi) Linearfaktoren.

Ein Polynom ist also einfach eine Summe von Potenzen von „x“ und sein Grad die höchste vorkommende Potenz (die höchste Hochzahl = der höchste Exponent). 

Ein Polynom vom Grad n hat naheliegenderweise höchstens n Nullstellen.

Beispiele:

0) 
f(x)
= 



    c

(Konstante → Grad 0) 


1) 
f(x)
=


     mx
+  b  

(Gerade mit Steigung m → Grad 1)

2) 
f(x) 
=  

     x2 
    - 4x
+ 4,5  

(Versch. Normalparabel → Grad 2)

3) 
f(x)
=  
x3
 - 3x2   
+ 0,5x 
+ 4,5

(Polynom vom Grad 3)

4) 
f(x)
=   x4 
 
+ 5x2  

  - 2

(Polynom vom Grad 4)

5) 
f(x)
= 
4x5 
- 12x4  +    2x3 + 18x2
(Polynom vom Grad 5)

Wir haben gelernt, dass Polynome vom Grad 2 (= Parabeln) alle mehr oder weniger gleich aussehen und man sie alle mit ein und derselben (bescheuerten) Schablone zeichnen kann. Auch für Polynome vom Grad 0 oder 1 sind Schablonen unter dem Namen „Lineal“ im Handel.

Bei den Nullstellen wissen wir, dass Polynome vom Grad 1, also nicht-konstante Geraden, immer genau eine, leicht zu errechnende Nullstelle haben, während solche vom Grad 2, also Parabeln, zwar zwischen keiner und zweien haben können, dass diese jedoch gegebenenfalls immer per Quadratischer Ergänzung oder p‑q-Formel „leicht“ zu bestimmen sind.

Bei Polynomen vom Grad > 2 gibt es dem gegenüber kein Verfahren, vermöge dessen man sich immer schnell einen Überblick über die Existenz von Nullstellen und deren Lage verschaffen könnte.

Folgendes Vorgehen bei der Nullstellensuche empfiehlt sich:

· Man teile durch das erste an, das vor der höchsten Potenz von x steht.

· Für 5) teilt man durch 4 und erhält die Gleichung
 x5 - 3 x4  +  0,5 x3 + 4,5 x2  = 0

· Man klammere Potenzen des Linearfaktors (x - 0) = x zur Nullstelle x1 = 0 aus. 

· Auf diese Weise reduziert man das Beispiel 5) (Grad 5) z.B. auf das Beispiel 3) (Grad 3):
x2 (x3 - 3 x2 + 0,5 x + 4,5) = 0, 
also x1 = 0 (doppelte Nullstelle) und es verbleibt
x3 - 3 x2 + 0,5 x + 4,5 = 0

zu lösen.

· Man versuche per Ausprobieren eine (ganzzahlige) Lösung zu finden.

· Für obige Gleichung finden wir z.B.:
(-1)3 - 3 (-1)2 + 0,5 (-1) + 4,5 = -1 –3 –0,5 + 4,5 = 0


· Man teile per Polynomdivision (siehe nächste Seite) durch den zugehörigen Linearfaktor (x – x2) zur gefundenen Nullstelle x2 und erhalte ein Polynom nächstniedrigeren Grades.

· Wir kommen – siehe nächste Seite - zur Gleichung (Grad 2, vgl. Beispiel 2):
x2 - 4 x + 4,5 = 0,

die sich als lösungsfrei erweist.

· Zu guter Letzt liste man die Nullstellen auf und faktorisiere die Funktion in Linearfaktoren und quadratische Terme ohne Nullstellen.

· Insgesamt finden wir für die Funktion aus Beispiel 5):
f(x)
= 4 x5 
 - 12 x4  +  2 x3 + 18 x2  
= 
4 x2  (x + 1) (x2 - 4 x + 4,5)
mit den Nullstellen 
x1 = 0 (doppelt) 
und 
x1 = -1 .  
Hinweis: Auch die Symmetrie kann zuweilen bei der Nullstellensuche helfen. 

So finden wir auf der übernächsten Seite ein Nullstellenermittlungsverfahren für Polynome 4. Grades, die nur gerade Exponenten aufweisen – sogenannte Biquadratische Gleichungen (siehe Beispiel 4))!

Schrecken der (Polynom-)Division

Haben wir für ein Polynom die Nullstelle xj gefunden, so können wir es durch den zugehörigen Linearfaktor (x - xj) teilen und das Polynom damit im Grad reduzieren.

Vorab eine Vorüberlegung anhand einer Rechnung, die bereits Grundschüler durchzuführen vermögen:

	01452 : 11 = 132
	Zunächst betrachten wir nur die ersten beiden Ziffern („14“)

	–11↓
	0Die 11 passt einmal rein („11“).

	0035
	00Differenz 3, 5 runterholen! In die „35“

	0–33↓
	000passt die 11 dreimal rein („33“).

	00022
	0000Differenz 2, 2 runterholen. In die „22“

	00–22
	00000passt die 11 zweimal rein („22“).

	00000
	000000Differenz 0, nichts mehr runterzuholen,

	
	0000000also geht die Rechnung auf!


In der Polynomdivision, die in der Grundschule aus Zeitgründen meistens vernachlässigt werden muss,  geht es ähnlich vor sich. Nur teilt man eben keine Summe von Zehnerpotenzen

(1452 = 1*103 +4*102+5*101+2*100, 
11 = 1*101+1*100),
sondern die Summe von Potenzen in x!

Außerdem schaut man einzig auf die je höchsten Potenzen in x, nicht auf mehrere „Stellen“ gleichzeitig (was sich auf dieses Beispiel hier übrigens nicht auswirken würde). Dafür muss/darf man gegebenenfalls auch subtrahieren (während die Division im Dezimalsystem nur „+“ kennt).

Betrachte im Folgenden daher stets die je höchste (aktuell noch vorhandene) Potenz von x – also im jeweiligen Restpolynom links die fettgedruckte Potenz und im Linearfaktor das fett-kursive x. 

Das kursive Endergebnis (Mitte oben) entsteht Schritt für Schritt (von links nach rechts) erst im Laufe der Rechnung (in der linken Spalte von oben nach unten), was in der mittleren Spalte je dokumentiert ist.

Unmittelbar daneben wird in der rechten Spalte das Produkt aus gefundenem Ergebnisterm und Linearfaktor (unterstrichen) berechnet, das schließlich von den vordersten beiden Resttermen abgezogen wird, wonach durch den je runtergeholten Term (rechts davon, unter dem Pfeil↓) ergänzt wird.

	0 (x3–3x2+0,5x+4,5) : (x+1)  =
	x2–4x+4,5
	

	– (x3+ x2 ) 0↓
	000x passt x2-mal in x3,
	x2*(x+1)= x3+ x2

	0000–4x2+0,5x
	Differenz =  –4x2,
	+0,5x runterholen

	00–(–4x2 –   4x)  ↓
	x passt –4x-mal in –4x2,
	–4x*(x+1)= –4x2–4x

	000            4,5x+4,5
	Differenz = 4,5x,
	+4,5 runterholen

	00           –(4,5x+4,5)
	x passt 4,5-mal in 4,5x,
	4,5*(x+1)= 4,5x +4,5

	0000                     0
	Differenz =  0, 
	nichts mehr runterzuholen,

	
	also geht die Rechnung auf!
	[Probe: (x2–4x+4,5)*(x+1) = …]


Zum Warmwerden noch einmal eine zweite Polynomdivision – diesmal haben wir im Ursprungspolynom die Nullstelle x=2 entdeckt:

	0 (x3–7x2+6x+8) : (x–2)    =
	x2–5x–4
	

	– (x3–2x2 ) ↓
	000x passt x2-mal in x3,
	x2*(x–2)= x3–2x2

	0000–5x2+6x
	Differenz =  –5x2,
	+6x runterholen

	00–(–5x2+10x) ↓
	x passt –5x-mal in –5x2,
	–5x*(x–2)= –5x2+10x

	000           –4x+8
	Differenz = –4x,
	+8 runterholen

	00         –(–4x+8)
	x passt –4-mal in –4x,
	–4*(x–2)= –4x +8

	0000                 0
	Differenz =  0, 
	nichts mehr runterzuholen,

	
	also geht die Rechnung auf!
	[Probe: (x2–5x–4)*(x–2) = …]


Biquadratische Gleichungen

Polynome, die nur über geradzahlige Potenzen (z.B. x4, x2 und x0(=1)) verfügen, können wir in vielen Fällen auf quadratische Gleichungen zurückführen.

Man nehme – vergleiche Beispiel 4) – z.B. die Funktion

f(x)
=   x4 
 + 5x2  - 2
 




Zwar hat die Gleichung den (nicht immer unproblematischen) Grad 4, doch sind alle vorhandenen Potenzen von x zugleich auch Potenzen von x2.

Man kann daher durch die Substitution

z : = x2
die Gleichung in eine – uns wohlbekannte – quadratische Gleichung in z überführen:

f(z)
 =   z2 
 + 5z  - 2.


Wir können ihre Nullstellen per Quadratischer Ergänzung oder per p-q-Formel finden:



z1 = -2,5 + √8,25 ≈ 0,37

und
z2 = -2,5 -√8,25 ≈ -5,37

Nun müssen wir nur noch überlegen, welche x-Werte obige z-Werte zum Quadrat haben könnten. 

Hier fällt die Wurzel von z2 flach, da keine (Reelle) Zahl der Welt ein negatives Quadrat hat.

Als Lösungen verbleibt die Wurzel von z1 mit positivem und negativem Vorzeichen: 

x1 = √[-2,5 + √8,25] = 0,61 
und
 x2 = -√[-2,5 + √8,25] = -0,61

Im allgemeinen Fall sind in biquadratischen Gleichungen sowohl 4 Nullstellen möglich:

g(x)
=   x4 
 - 6 x2 + 5, 
mit z : 
=
 x2 
entsprechend

g(z)
=   z2 
 - 6 z    + 5
und

z1
= 
1

,


z2
= 
5
, also

x1
= 
1, 
x2
= 
-1, 
x1
= 
√5
und 
x2
= -√5,

als auch gar keine Nullstelle:

h(x)
=   x4 
 + 6 x2 + 5, 
mit z : 
=
 x2 
entsprechend

h(x) 
=   z2 
 + 6 z2 + 5
und

z1
= 
-1

,
z2
= 
-5 .

Auflösbarkeit der z-Gleichung bedeutet also nicht zwingend, dass es Nullstellen für die biquadratische Gleichung gibt! Vielmehr bringen nur die positiven Lösungen der z-Gleichung (je 2) Nullstellen.

Symmetrie

Def:
Eine Funktion heißt achsensymmetrisch zur x-Achse, wenn für alle x gilt

f(-x) = f(x),


sie heißt punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn für alle x gilt


f(-x) = -f(x).

In einer achsensymmetrischen Funktion erhalte ich alle y-Werte für x < 0, indem ich vom y-Wert für das positive x gleichen Betrages waagerecht zur y-Achse gehe und um die gleiche Strecke weiter nach links; 

in einer punktsymmetrischen Funktion erhalte ich alle y-Werte für x < 0, indem ich vom Punkt zum Ursprung gehe und um die gleiche Strecke darüber hinaus.

Beispiele:


	Achsensymmetrisch
	f(x) = cos(x)
	f(x) = x2  
	f(x) = 1/x2
	f(x) = x4 + 5x2  - 2  (Beispiel 4)

	Punktsymmetrisch
	f(x) = sin(x)
	f(x) = x3 
	f(x) = 1/x
	f(x) = x7 -7x5 +2 x3 - 11 x


Achsen- und punktsymmetrische Funktionen haben ihre Nullstellen für x ≠ 0 immer paarweise links und rechts der y-Achse. Punktsymmetrische Funktionen haben immer eine Nullstelle im Ursprung.

Ein Polynom ist genau dann achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn alle Exponenten gerade sind.

Es ist genau dann punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn alle Exponenten ungerade sind.


