
Matheklausur „F“  (90 min)



Name: 




Punkte:
Note

Hilfsmittel: Vorgegebene Formelsammlung, nicht-algebrafähiger Taschenrechner ohne Grafikdisplay, Parabelschablone

Anmerkung:
- Ungültige Rechnungen bitte sauber durchstreichen. 


- Alle Aufgaben sorgfältig nummerieren.


- Dezimalzahlen auf zwei Stellen nach dem Komma runden.

- Rechts bitte 4-5 cm Rand lassen.
- Die Bearbeitung der Zusatzaufgaben wird nicht verlangt – hier kann man Sonderpunkte sammeln! 

- Nur die vordere Blattseite beschreiben.


1.
Eine Gerade geht durch die Punkte A(-2(-5) und B(2(1).


1.1
Bestimme die Funktionsgleichung der Geraden


1.2
An welcher Stelle geht die Gerade durch die y-Achse?


1.3
Berechne alle Nullstellen der Geraden.►
..........................................................................................................................................................................
2.
Ein Lehrer wird von einem Scheiterhaufen mit 80km/h im Winkel von 45° schräg bergauf katapultiert. 
Relativ zum Erdboden gehorcht seine Flugbahn (Höhe y, Weite x) der Gleichung:



y = -0,02x2 +  x + 12

(je in Metern)

2.1
Wie hoch über dem Erdboden verlässt der Pädagoge das Katapult?


2.2
Skizziere grob seine Flugbahn


2.3
Wie weit fliegt der Lehrer?


2.4
Wie hoch fliegt er maximal?


2.5*
Zusatzaufgabe!
Schafft der Lehrer seine Weite auch, wenn in Katapultierrichtung in 



(horizontal gesehen) 10 und 13m Entfernung zwei 21m hohe Lärchen stehen? ►
..........................................................................................................................................................................
3.
Die Funktionsgleichung einer Parabel lautet p(x) = 3x² + 3x – 2,25.


3.1
Berechne die Nullstellen der Parabel.


3.2
Gib die Funktionsgleichung in Linearfaktorschreibweise an.


3.3
Berechne die Scheitelpunktform der Parabel (kann auch nach 3.4 gemacht werden!)

3.4
Gib den Scheitelpunkt der Parabel an.


3.5
Zeichne die Parabel. Wähle für die x-Achse die Einheit 1 pro cm, für die y-Achse 3! ►
..........................................................................................................................................................................

4.
Gegeben sind drei Folgen, (an), (bn) und (cn):


	n
	1
	→
	2
	→
	3
	→
	4
	5
	6
	Schema
	Typ
	Aufgabe

	an
	3
	
	6
	
	12
	
	24
	
	
	
	
	

	bn
	10
	
	12
	
	13
	
	16
	
	
	
	
	

	cn
	6
	
	10
	
	14
	
	18
	
	
	
	
	



4.1
Welche der drei Folgen ist eine arithmetische Folge?


4.1.1 Gib das Bildungsgesetz dieser Folge an!



4.1.2 Berechne ihr 50. Folgeglied!



4.1.3 Berechne die Summe der ersten 50 Folgeglieder!



4.2
Welche der drei Folgen ist eine geometrische Folge?


4.2.1 Gib das Bildungsgesetz dieser Folge an!



4.2.2 Berechne ihr 50. Folgeglied!



4.2.3 Berechne die Summe der ersten 50 Folgeglieder!
►
..........................................................................................................................................................................

5.
Ein Alkoholiker trinkt am ersten Tag 1000ml Bier und an jedem weiteren Tag 150ml mehr als am Vortag.


5.1
Definiere eine geeignete Folge, die seinen Konsum nach n Tagen angibt.


5.2
Wieviel trinkt der trinkfreudige Geselle am 30sten Tag?


5.3
Wieviel hat er nach 30 Tagen insgesamt konsumiert? ►
6.
Ein Pfadfinder verdreifacht die Anzahl seiner guten Taten täglich, angefangen mit einer guten Tat.


6.1
Definiere eine geeignete Folge (an), die die Anzahl seiner guten Taten am n-ten Tag darstellt!


6.2
Wie viele guten Taten vollbringt er am 14. Tag?


6.3
Wie groß ist die Gesamtzahl guter Taten, die er in den ersten 14 Tagen insgesamt vollbracht   hat?  ►
................................................................................................................................................................... 


7.* 
Zusatzaufgabe!
Ein Hirte hat 300m Zaun und eine 400m lange Mauer zu Verfügung, um seine Schafherde zu umzäunen. Da sich die Mauer zur Begrenzung vorzüglich eignet, beschließt er geistesgegenwärtig, die in West-Ost-Richtung verlaufende Mauer als nördliche Begrenzung zu nehmen und nach Süden hin rechteckig zu umzäunen, sodass zwei (gleich lange) Zaunseiten in Nord-Süd-Richtung verlaufen und die dritte, südliche in West-Ost-Richtung.

Natürlich wünscht er seinen pelzigen Wiederkäuern ein möglichst großzügiges Raumangebot.
 

Er stellt fest, dass die Funktion A(x), die die umzäunte Fläche in Abhängigkeit von der Länge der beiden Nord-Süd-Teilzäune x angibt, eine nach unten offene Parabel ist.


7.1
Skizziere die Problemstellung; setze dabei die Mauer nach oben.


7.2
Welchen minimalen (x0) und welchen maximalen (x1) Wert kann x rein geometrisch 




annehmen?


7.3
Wie groß wird A(x) offenbar bei beiden x-Werten?


7.4
Folgere daraus, für welchen Wert von x die umzäunte Fläche A(x) maximal wird!

7.5 Wie groß ist die maximale umzäunte Fläche? ►
	[image: image1.jpg]



	Parabeln

Normalform:

f(x) = ax2 + bx + c

Linearfaktorform:

f(x) = a(x-x1)(x-x2)

Scheitelpunktform:

f(x) = a(x-xS)2 + yS
p-q-Formel

Die Gleichung     x2 + px + q = 0
(p und q beliebige Zahlen)
hat genau folgende (0 bis 2) Lösungen:
x1/2 = - p/2 ± √[(p/2)2 – q]
bzw.
x1/2 = - p/2 ± √[p2/4 – q]
Arithmetische Folgen

Merkmal:
      an+1 = an + d 
Bildungsgesetz: an = a1 + (n – 1)*d 
Reihe: Sn = a1 + a2 + a3 ……… + an-1 + an 
                   = (a1 + an)*n/2 

Geometrische Folgen: 
Merkmal:

an+1 = an*q
Bildungsgesetz:
an = a1 * q(n – 1)
Reihe: Sn = a1 + a2 + a3 ……… + an-1 + an 
                = a1* (qn – 1)/(q–1) 
                = a1* (1 – qn)/(1–q)



Lösungen


1. ►Die Geradengleichung hat die Form


f(x) = mx + b ,
wobei die konstante Steigung (= ∆y/∆x= (y2-y1)/(x2 – x1)) aus zwei beliebigen Punkten berechnet werden kann, hier:
m = [1-(-5)]/[2-(-2)] = 3/2 = 1,5
Wir müssen also nur noch den Parameter b in der Gleichung


f(x) = 1,5x + b
 
bestimmen, indem wir einen der beiden Punkte einsetzen:


1 = 1,5*(2) + b

| - 3

Daher trifft die Gerade für

b = -2 , 
in 
(0|-2) 

die y-Achse  und die Funktionsgleichung lautet:



 f(x) = 1,5x - 2
Setzen wir f(x) = 0 , so erhalten wir „alle“ Nullstellen – natürlich genau eine:

x = 2/1,5 = 4/3 ≈ 1,33  
[ NS (1,33| 0) ] 

2. ►Bem: 
Die 45° stecken als Tangens in den 1x; 
die 0,02 vor dem x2 sind antiproportional zum Quadrat des waagerechten Anteiles der 80km/h!
Der Pädagoge verlässt das Katapult 12m über dem Erdboden.
Setze ich die Funktionsgleichung = 0 und multipliziere sie mit (-50), so komme ich auf


 x2 -  50x - 600 = 0 

mit den Lösungen


x1/2 = 25 ± √1225 = 25 ± 35
; 
wieder macht nur


x1 = 25 + 35 = 60 (Meter Flugweite) Sinn.
Abermals liegt das Scheitel-x genau zwischen den Nullstellen – diesmal bei  x0 = 25.
Einsetzen in die Gleichung ergibt mit dem Scheitel-y die maximale Flughöhe von y0 = 24,5 (Metern), wir erhalten die 
Scheitelpunktform 
f(x) = -0,02(x - 25)2 + 24,5
In der Zusatzaufgabe muss ich nur bedenken, dass die 21m hohen Nacktsamer sich komplett vor dem Scheitel (der ist ja bei x=25) befinden, der Lehrer also im Steigen ist. Daher reicht es, die Flughöhe für die kleinere Entfernung von 10 Metern anzutesten – z.B. in der Scheitelpunktform:


f(5) = -0,02(10-25)2 + 24,5 = 20 (Meter), 
also nö (Lehrer rast in Geäst)!


3. ►Nullsetzen der gedrittelten Funktionsgleichung:

x2 + x – 0,75= 0

führt zu den Nullstellen:

x1/2 = –1/2 ± √1 , also
 x1 = 0,5 und x2 = –1,5 , 
somit zur 

Linearfaktor-Schreibweise 

f(x) = 3(x+1,5)(x–0,5) .
Der Scheitelpunkt liegt – wieder zwischen den Nullstellen -  bei x0 = –0,5
und hat die y-Koordinate 
(Linearfaktor-Form nehmen!!!):


y0 = 3(–0,5+1,5)(–0,5–0,5)  = –3, 
also 
S (-0,5|-3) ,
wodurch ich auf die Scheitelpunktform 
f(x) = 3(x+0,5)2 - 3 
komme.
Von der Form her ist f in der Zeichnung baugleich mit der Normalparabel, da ich die y-Achsen-Beschriftung an den Streckfaktor a angepasst habe. Der vertikale Abstand des Scheitels zur x-Achse beträgt deshalb in der Zeichnung 1cm – trotz der „-3“ am Ende der Scheitelpunktform.


4. ►Zunächst einmal schauen wir uns die Folgen genauer an:


	n
	1
	→
	2
	→
	3
	→
	4
	Schema
	Typ
	Aufgabe

	an
	3
	[*2=]
	6
	[*2=]
	12
	[*2=]
	24
	*2
	geom. 
	4.2

	bn
	10
	[+2=]
	12
	[+1=]
	13
	[+3=]
	16
	?
	nix  davon 
	keine 

	cn
	6
	[+4=]
	10
	[+4=]
	14
	[+4=]
	18
	+4
	arithm.
	4.1


4.1

Ersichtlich ist (cn) eine arithmetische Folge mit d = 4.

Rekursiv:

cn+1 = cn + 4
;
c1 = 6

Bildungsgesetz:
cn = 6 + (n – 1)*4
 ;
also:
c50 =  6 + (50 – 1)*4 = 202

Für die Reihe folgt

S50 = (c1 + c50)*50/2 
=
208*25
  = 
5.200


4.2
Dem gegenüber erkennen wir (an) als geometrische Folge mit q = 2.

Rekursiv:

an+1 = an*2
;
a1 = 3

Bildungsgesetz:
an = 3* 2(n – 1)
 ;
also:
a50 = 3* 2(50 – 1) = 1,69*1015


Für die Reihe folgt

S50 = 3* (250 – 1)/(2-1) 
≈
3* 250
  = 3,38*1015 .

Wie bei geometrischen Folgen mit q = 2 üblich, ist die Reihe fast genau doppelt so groß 
wie die Folge!

5. ►Da der Konsum von Tag zu Tag immer um exakt den gleichen Betrag anwächst, haben wir eine arithmetische Folge mit d = 150 und Anfangswert 1000, also

Bildungsgesetz:
an = 1000 + (n – 1)*150
(je in ml)
;



Am 30sten Jahr:
a30 =  1000 + (30 – 1)*150 = 5350 (ml Bier)
Für die Summe der 30 Tage, die ja die zugehörige Reihe darstellt, folgt:


S30 = (a1 + a30)*30/2 
=
6350*15
  = 
95.250 (ml Bier)


6. ►Das tägliche Verdreifachen der Anzahl guter Taten spricht eindeutig für eine geometrische Folge mit q = 3 und Anfangswert 1.

Bildungsgesetz:
an = 1*3(n – 1)
 ;


also:

a30 = 1* 3(14 – 1) = 1.594.323 (gute Taten am 30. Tag)
Wenn ich jeden weiteren Tag meine guten Taten verdreifache, so habe ich am Ende der 14 Tage insgesamt eine vom ersten, zwei vom zweiten, … 312 vom 13. und 313 vom 14. Tag auf dem Kerbholz – was exakt der zugehörigen Reihe bis zum 14. Folgeglied entspricht!
Wir erhalten:

S14 = 1* (314 – 1)/(3-1)
= 2.391.484 (gute Taten bis zum 30. Tag)
Noch stärker als in der geometrischen Reihe in 4.2 erkennen wir, dass die Reihe durch ihr letztes Folgeglied dominiert wird, während bei einem q in der Nähe von 1 sich Folge und Reihe in der Größenordnung merklich unterscheiden können – was sie bei arithmetischen Folgen ja immer tun!


7. ►(vgl. Fußballplatzaufgabe, Repetitorium S. 4 unten, und die Zargenaufgabe) 
Verteilt man die 300 Zaun-Meter rein in West-Ost-Richtung, so liegt der Zaun an der Mauer an und x wird = 0. 
Legt man dem gegenüber den Zaun nur in Nord-Süd-Richtung, so berühren sich beide Teilzäune und x wird 150m lang. 
In beiden Fällen wird A(x) = 0, da ja je eine Rechteckseite verschwindet.
Da wir nun aber aus der Aufgabenstellung wissen, dass A(x) eine nach unten offene Parabel darstellt, finden wir deren Scheitelpunkt (= das Maximum) – wie immer – genau zwischen den beiden gefundenen Nullstellen, also bei x =  75m.
Wenn ich einen 75m langen Nord-Süd-Zaun wähle, so bleiben mir noch (300m-2*75m=) 150m für den zur Mauer parallelen West-Ost-Zaun übrig, deshalb wird 



Amax = A(75m) = 75m*150m = 11.250m2.
Übrigens können wir A(x) exakt angeben:



A(x) = x*(300 – 2x) = 2x*(150 –x)  
Der Term (300 – 2x) gibt hierbei exakt die Zaunlänge in Metern an, die von den 300m übrig bleibt, wenn ich 2 Stücke der Länge x entnehme, somit die Länge des zur Mauer parallelen West-Ost-Zaunes.

